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Abstrak 

Matematika sangat berperan dalam pengembangan ilmu kontrol. Aplikasi sistem 
kontrol sebagai penolong dalam pengembangan beberapa bidang matematika. Salah 
satunya adalah aplikasi teori kontrol pada permasalahan satelit. Pada skripsi ini akan 
ditunjukkan aplikasi teori kontrol dalam linierisasi model persamaan gerak satelit. 
Sistem kontrol yang digunakan adalah sistem kontrol linier dan gerakan unit massa 
satelit pada inverse square law force field dipengaruhi oleh suatu pasangan persamaan 
diferensial orde dua pada jari-jari r dan sudut θ . Selain itu akan dibahas pengertian 
controllability (keterkontrolan) dan observability (keterobservasian), sehingga apakah 
model persamaan gerak satelit dapat dikatakan controllable (terkontrol) dan 
observable (terobservasi). 
 
 
1.   Pendahuluan 

Gerakan unit massa satelit pada inverse square law force field, yaitu bahwa setiap 
partikel dari bahan di alam semesta menarik setiap partikel lain dengan gaya yang 
berbanding lurus dengan hasil kali massa-massa partikel dan berbanding terbalik 
dengan kuadrat jarak di antara partikel-partikel tersebut dipengaruhi oleh suatu 
pasangan persamaan diferensial orde dua pada jari-jari r dan sudut θ . Persamaan 
diferensial tersebut adalah persamaan diferensial non linier, oleh karena itu 
diaplikasikan melalui teori kontrol sedemikian sehingga model persamaan gerak 
satelit dapat dilinierisasi. Dari hasil linierisasi model dapat dihasilkan suatu matriks 
konstanta yang berpadanan dengan suatu sistem kontrol linier yang diberikan 
sehingga model persamaan gerak satelit dapat dikatakan controllable dan observable. 
 
 
 
2.   Model Persamaan Gerak Satelit   

Perhatikan persamaan gerak masalah dua benda pada gambar 1 di bawah ini. 
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Gambar 1.  Masalah dua benda 

 



Pada (Yusri, 1996), persamaan gerak satelit dapat ditinjau dengan masalah dua 
benda yang memenuhi persamaan berikut: 

  2 ˆr r
r
μ

= −  

Di mana:  

ˆ rr
r

=  merupakan vektor satuan sepanjang garis M m−  

    karena m < M    ( )G M m GMμ = + ≅

  ˆˆv r rr rθθ= = +    merupakan vektor kecepatan 
  ( ) ( )2 ˆˆ 2a r r r r r rθ θ θ= = − + + θ    merupakan vektor percepatan 
 
Persamaan gerak satelit tanpa pengaruh gaya gangguan adalah sebagai berikut: 

  2
2r r

r
μθ− = −                      (1) 

  r r2 0θ θ+ =         (2) 
Perhatikan gambar 2 di bawah ini. 
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Gambar 2.  Masalah pengontrolan titik massa pada inverse square law  force field 
 

 
 

Gerakan unit massa dipengaruhi oleh suatu pasangan persamaan orde dua pada 
jari-jari r dan sudut θ . 

Jika kμ = , maka berdasarkan persamaan (1) dan (2) diperoleh:  

  2
2r r μ

r
θ− = −  

( ) ( ) ( ) ( )
2

2

kr t r t t
r t

θ= −               

Dan  
2 0r rθ θ+ =    

       
  ( ) ( ) (2 )r t tθ θ= −r t               
 

Jika diasumsikan bahwa unit massa (disebut dengan satelit) mempunyai 
kemampuan sebagai masukan pada arah radial dengan input  dan masukan  pada 
arah tangensial dengan input , maka diperoleh: 

1u

2u
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( ) ( ) ( )
( )

( )2
12

kr t r t t u t
r t

θ −= − +                 (3) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2

2 1t r t
t

r t r t
θ

θ = − + u t                            (4) 

Jika ( ) ( )1 2 0u t u t= =  dan 3 2k σ ω= , maka persamaan (3) dan (4) mempunyai 
solusi khusus: 
  ( )r t σ=  (σ  konstan)      (5) 

  ( )t tθ ω=  (ω  konstan)      (6) 
  
Hal ini dapat diperlihatkan sebagai berikut: 

( )r t σ=  ( )t tθ ω=                                    

 ( ) 0r t = ( )tθ ω=    

( ) 0r t =     ( ) 0tθ =
Subtitusi: 

 ( )r t σ=  ( )t tθ ω=    

( ) 0r t =  ( )tθ ω=  

ke persamaan (3) dan (4), dengan ( ) ( )1 2 0u t u t= =  dan 3 2k σ ω=  
Maka diperoleh: 

( ) ( ) ( )
( )

( )2
12

kr t r t t u t
r t

θ −= − +  

                        
3 2

2
2 0σ ωσω

σ
= − +  

                         2 2 0σω σω= − =
( ) 0r t∴ =  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2

2 1t r t
t u

r t r t
θ

θ = − + t  

                         ( )( )2 0
0 0

ω
σ

= − + =  

( ) 0tθ∴ =  
Akibatnya, satelit mengorbit dalam bentuk lingkaran.  
 
 
3.   Linierisasi Model 

Misalkan:  1x r σ= −        (7)       
   2x r=  
   ( )3x tσ θ ω= −  

   ( )4x σ θ ω= −  
   1σ =  
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Maka diperoleh: 1x r=  
    2 0x r= =

     = ( ) ( ) ( )2
13 2 u tω σ σ ωσ ω ω− + − +      

     = ( ) ( ) ( )2
13 2r uω σ ωσ θ ω− + − + t  

   ( )3x σ θ ω= −  

   4x σθ=                     (8)         
Substitusi persamaan (4) ke persamaan (8), diperoleh:  

   2
4

2 r ux
r

θσ
⎛ ⎞− +

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

         2 22 2r u r u
r

σθ σ σω σ
σ

− + − +
= = 22 r uω= − +  

         
Sehingga dapat ditulis: 

( )
( )
( )
( )

( ) ( )
( )

1
2

12

3

4
2

3 2

2

rx t
r ux t

x t
x t r u

ω σ ωσ θ ω

σ θ ω

ω

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ − + − +⎢ ⎥⎢ ⎥ = ⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ − +⎣ ⎦

 

( )
( )
( )
( )

( )
( )

( )

( )

1
2

12

3

24

00 1 0 0
3 0 0 2

00 0 0 1
0 2 0 0

rx t
r u tx t

tx t
u tx t

σ

ω ω
σ θ ω

σ θ ωω

−⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= +⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ −− ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )

( )

( )

1 1
2

12 2

3 3

24 4

00 1 0 0
3 0 0 2

00 0 0 1
0 2 0 0

x t x t
u tx t x t

x t x t
u tx t x t

ω ω

ω

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Maka dapat diperlihatkan bahwa persamaan (3) dan (4) yang dilinierisasi di sekitar 
solusi pada persamaan (5) dan (6) adalah:  

 

( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )

( )
( )

1 1
2

2 2

3 3

4 4

0 1 0 0 0 0
3 0 0 2 1 0

0 0 0 1 0 0
0 2 0 0 0 1

x t x t

1

2

x t x t u t
x t x t
x t x t

ω ω

ω

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢

u t

⎤
⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢= + ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎥
⎦

 

Pandang suatu sistem kontrol linier berikut: 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t= +x A x B u t  
Sehingga dapat disimpulkan bahwa: 
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2

0 1 0 0
3 0 0 2

0 0 0 1
0 2 0 0

ω ω

ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

A  dan 

0 0
1 0
0 0
0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

B  

     
 
4.   Controllability (keterkontrolan) dan observability  
      (keterobservasian) 
 
Definisi 1     Sistem kontrol linier berdimensi-n yang berbentuk:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t= +x A x B u t

t

  

( ) ( ) ( )t t=y C x  

dikatakan controllable atau terkontrol jika matriks 1, , , n−⎡ ⎤⎣ ⎦B AB A B mempunyai 
rank n(Roger W. Brockett, 1970:80). 
 
Definisi 2      Sistem kontrol linier berdimensi-n yang berbentuk: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t= +x A x B u t

t

  

( ) ( ) ( )t t=y C x  

dikatakan observable atau terobservasi jika matriks 1; ;...; n−⎡ ⎤⎣ ⎦C CA CA  mempunyai 
rank n(Roger W. Brockett, 1970:90). 
 
 
4.1   Keterkontrolan Pada Model Persamaan Gerak Satelit 
        Pandang suatu sistem kontrol linier berikut: 
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t= +x A x B u t                                                
         
Pada permasalahan satelit, diketahui bahwa:  

 
2

0 1 0 0
3 0 0 2

0 0 0 1
0 2 0 0

ω ω

ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

A ;  

0 0
1 0
0 0
0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

B  

Maka diperoleh: 
1 0
0 2
0 1
2 0

ω

ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

AB ;   

2

2
2

3 2

3 0 0 2
0 0
0 2 0 0

6 0 0 4

0
ω ω

ω
ω

ω ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
− −⎢ ⎥⎣ ⎦

A ; 

 

2
2

2

0 2
0

2 0
0 4

ω
ω
ω

ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢=
⎢−
⎢ ⎥−⎣ ⎦

A B ⎥
⎥

0

;  

2

4 3
3

3 2

3

0 0
3 0 0 2
6 0 0 4
0 2 0 0

ω
ω ω
ω ω

ω

⎡ ⎤−
⎢ ⎥− −⎢ ⎥=
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ; 
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2

3
3

2

3

0
0 2
0 4

2 0

ω
ω
ω

ω

⎡ ⎤−
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A B  

Maka: 

 

2

2 3
2 3

2

2 3

0 0 1 0 0 2 0
1 0 0 2 0 0 2

, , ,
0 0 0 1 2 0 0 4
0 1 2 0 0 4 2 0

ω ω
ω ω ω

ω ω
ω ω ω

⎡ ⎤−
⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥− −
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

B AB A B A B  

Matriks  mempunyai rank 4 sehingga sistem persamaan gerak 
satelit dikatakan controllable (terkontrol). 

2 3, , ,⎡⎣B AB A B A B⎤⎦

Akan dibuktikan bahwa sistem persamaan gerak satelit dikatakan terkontrol, jika 
salah satu input tidak operatif ( = 0 atau = 0). 1u 2u
Bukti: 
Jika = 0 (  tidak operatif), mengakibatkan B menjadi = 2u 2u 1B [ ]0,1,0,0 T , maka: 

 

2

2
2 2

1 1 1 1

3

0 1 0
1 0 0

, , ,
0 0 2 0
0 2 0 2

ω
ω
ω

ω ω

⎡ ⎤−
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

B AB A B A B  mempunyai rank 3. 

Jika = 0 (  tidak operatif), mengakibatkan B menjadi  1u 1u 2B = [ ]0,0,0,1 T , maka: 

 
3

2 3
2 2 2 2 2

2

0 0 2 0
0 2 0 2

, , ,
0 1 0 4
1 0 4 0

ω
ω ω

ω
ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎣ ⎦

B AB A B A B mempunyai rank 4. 

Karena  radial,  tangensial, dan jika suatu input radial tidak operatif maka 
sistem dikatakan terkontrol. Sebaliknya, jika suatu input tangensial tidak operatif 
maka sistem dikatakan tidak terkontrol. 

1u 2u

  
 4.2   Keterobservasian pada model persamaan gerak satelit 

Andaikan bahwa jarak antara pusat force field dan sudut dapat diukur, sehingga 
1x r σ= −  dan (3 )x tσ θ ω= −  dapat diukur. Dengan 1y  sebagai pengukuran jarak dan 

2y  sebagai pengukuran sudut.   
Maka diperoleh: 

 

1

1 2

2 3

4

1 0 0 0
0 0 1 0

x
y x
y x

x

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

Pandang suatu sistem kontrol linier berikut: 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t= +x A x B u t                                                        
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t= + ty C x D u                                      
Diketahui bahwa: 

2

0 1 0 0
3 0 0 2

0 0 0 1
0 2 0 0

ω ω

ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

A ;  
1 0 0 0
0 0 1 0
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

C  

Maka diperoleh: 

 ;   
0 1 0 0
0 0 0 1
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

CA

2

2
2

3 2

3 0 0 2
0 0
0 2 0 0

6 0 0 4

0
ω ω

ω
ω

ω ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
− −⎢ ⎥⎣ ⎦

A ; 

 
2

2 3 0 0 2
0 2 0 0
ω ω

ω
⎡ ⎤−

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
CA ; 

 

2

4 3
3

3 2

3

0 0
3 0 0 2
6 0 0 4
0 2 0 0

ω 0
ω ω
ω ω

ω

⎡ ⎤−
⎢ ⎥− −⎢ ⎥=
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ; 
2

3
3 2

0 0
6 0 0 4

ω 0
ω ω

⎡ ⎤−
= ⎢ ⎥− −⎣ ⎦

CA  

Dengan 1y  sebagai pengukuran radial dan 2y  sebagai pengukuran sudut, maka 

matriks: 2 3
2

2

3 2

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

; ; ;
3 0 0 2

0 2 0 0
0 0

6 0 0 4
0

ω ω
ω
ω

ω ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
− −⎢ ⎥⎣ ⎦

C CA CA CA    

mempunyai rank 4, maka sistem  dikatakan observable (terobservasi). Untuk 
meminimumkan pengukuran maka 2y  tidak diukur, sehingga [ ]1 1,0,0,0=C , maka 
diperoleh:  

2 3
1 1 1 1 2

2

1 0 0 0
0 1 0 0

; ; ;
3 0 0 2

0 0 0
ω ω

ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

C C A C A C A  

matriks    mempunyai rank 3.  2 3
1 1 1 1; ; ;⎡⎣C C A C A C A ⎤⎦

Jika 1y  tidak diukur maka , maka diperoleh: (2 0,0,1,0=C )
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 2 3
2 2 2 2

3 2

0 0 1 0
0 0 0 1

; ; ;
0 2 0 0

6 0 0 4
ω

ω ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

C C A C A C A  

matriks   mempunyai rank 4. 2
2 2 2 2; ; ;⎡⎣C C A C A C A3 ⎤⎦

 Dapat disimpulkan bahwa apabila pengukuran sudut tidak diukur maka sistem 
persamaan gerak satelit tidak observable, sebaliknya apabila pengukuran radial tidak 
diukur maka sistem persamaan gerak satelit dikatakan observable. 
 
 
5.   Kesimpulan 
1. Model persamaan gerak satelit dipengaruhi oleh suatu pasangan persamaan 

diferensial orde dua:  

( ) ( ) ( )
( )

( )2
12

kr t r t t u t
r t

θ −= − +   

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2

2 1t r t
t u

r t r t
θ

θ = − + t

⎤⎦

⎤⎦

 

persamaan diferensial tersebut adalah persamaan diferensial non linier, melalui 
teori kontrol model persamaan gerak satelit dapat dilinierisasi. Dari hasil 
linierisasi model dapat dihasilkan suatu matriks konstanta yang berpadanan 
dengan suatu sistem kontrol linier yang diberikan. Matriks-matriks tersebut 
digunakan untuk controllability (keterkontrolan) dan observability 
(keterobservasian) pada model persamaan gerak satelit. Sehingga model 
persamaan gerak satelit dikatakan controllable (terkontrol) dan observable 
(terobservasi). 

2. Model persamaan gerak satelit dikatakan terkontrol karena matriks 
 mempunyai rank 4. Untuk matriks A dan B yang diberikan.  2 3, , ,⎡⎣B AB A B A B

3. Model persamaan gerak satelit dikatakan terobservasi karena matriks 
 mempunyai rank 4. Untuk matriks A dan C yang diberikan. 2 3; ; ;⎡⎣C CA CA CA
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