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Abstraks

Para investor menyadari investasi yang dilakukan untuk mendapatkan return
mengandung konsekuensi resiko. Mereka secara pasti sebenarnya tidak tahu seberapa
besar hasil yang akan diperoleh dari investasi yang dilakukan. Namun demikian para
investor dapat memperkirakan berapa keuntungan yang diharapkan dan seberapa
besar kemungkinan hasil yang sebenarnya nanti akan menyimpang dari yang
diharapkan.

Upaya melakukan diversifikasi dapat diwujudkan dengan cara mengkombinasikan
berbagai pilihan saham dalam investasinya.

Melalui portofolio saham para investor berusaha memaksimumkan keuntungan yang
diharapkan dari investasi dengan tingkat resiko tertentu atau berusaha
meminimumkan resiko untuk sasaran tingkat keuntungan tertentu.

Permasalahannya jenis saham apa yang akan dipilih dalam portofolionya, dan para
investor cenderung memilih portofolio yang optimal, yaitu yang sesuai dengan
preferensinya terhadap keuntungan serta resiko yang ditanggung.
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Pada analisis keuangan dikenal dua macam model analisis optimasi portofolio yaitu
stochastic dominance dan single index model.

Pada paper ini, dikembangkan model optimisasi portofolio dengan pembatas
stochastic dominance, kemudian model ini diselesaikan dengan menggunakan
pemograman linier fuzzy lebih khusus lagi dengan menggunakan linear membership
function.
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1. Pendahuluan

Masalah optimisasi portofolio pada suatu asset terbatas adalah masalah klasik dalam teori dan
perhitungan financial. Sejak Markowitz, 1952 [7,9] pertama kali mengemukakan bahwa
penampilan portofolio seharusnya diukur dalam distinct dua dimensi, yaitu rata-rata yang
menggambarkan ekspektasi return, dan resiko yang mengukur ketidak pastian return. Salah
satu pendekatan teori terhadap masalah portofolio seleksi adalah stokastik dominance [16,8].

Dalam kontek pada pemilihan optimisasi portofolio bahwa target return diatas kenaikan (rate)
resiko bebas untuk pasar tertentu dimana pada waktu yang sama dapat menjamin mencapaian
kenaikan return minimum, teori keputusan fuzzy menyediakan framework analisis yang
sangat baik. Karena permasalahan alami membutuhkan sesuatu untuk memeriksa berbagai
macam scenario pasar dan setiap sekenario pasar akan munculkan dalam fungsi tujuan.

Pada paper ini akan dibahas sebagai berikut, bagian 2 deskripsi tentang formulasi masalah
portofolio seleksi. Bagian 3, uraian tentang masalah portofolio technologi koefisien fuzzy.
Bagian 4, diberikan tentang penyelesaian masalah fuzzifikasi.

2. Masalah portfolio

Proses portofolio seleksi dibagi dalam dua stage. Stage pertama mulai dengan observasi dan
pengalaman dan diakhir dengan kenykinan ferformasi masa. Stage kedua mulai dengan
kenyakinan yang relevan tentang performansi masa depan dan berakhir dengan memilih
portofolio [7].

Asumsi dasar masalah standar fortofolio seleksi adalah sebagai berikut:

(a) n securities,

(b) an initial sum of money to be invested,

(c) the beginning of a holding period,

(d) the end of the holding period,

dan tentukan X, ---, X, sebagai bobot proporsi dari yang diinvestasikan inivestor. Ini adalah

proporsi dari inisial jumlah yang diinvestasikan dalam dalam n securitis di awal dari holding
periode yang menjelaskan portfolio untuk dipastikan sampai akhir dari holding periode.
Standar view adalah hanya ada satu tujuan di seleksi portfolio dan untuk memaksimalkan
portfolio return, prosentase return didapat dari portfolio holding periode.



Tentukan R,,...,R, adalah radom returns dari assets 1,n . Asumsikan bahwa [| R j |J<o0 untuk

n

semua | =1,n. Notasikan X,,...,X, pembagian modal investasi dari asset 1,n , maka model
total return dapat dituliskan:

R(X)=RX, +...+ R X, 2.1
Himpunan alokasi asset yang mungkin dapat dirumuskan:

X =1XeR":X +..+X, =1,%X; 20, ] :1,...,n}

Rata return

#(x) = E[R(x)].

Varians return,

p(x) = Var[R(x)],

Rata-rata resiko:
max u(x) = Ap(X)
Xe
s/t xe X.

2.2

Dimana, A adalah parameter nonnegative yang merepresentasikan perubahan rate dari rata-
rata resiko. Jika A =0, tidak mempunyai nilai resiko dan masalah direduksi menjadi
maksimasi rata-rata. Jika A >0 perhatikan diantara rata-rata dengan dan resiko.

Pendekatan lainnya adalah dengan memilih fungsi utilitin U:R — R dan masalah
optimisasinya dapat dirumuskan sebagai berikut:

%xE[u(R(x))]. 2.3

Pada umumnya fungsi u(-) adalah concave dan tidak naik, jadi representasi preferensi dari a
risk-averse decision maker.

Dalam pendekatan stokastik dominance , random returns dibandingkan dengan cara point-
wise dari beberapa bentuk fungsi yang dibentuk dari distribusi fungsi. Untuk real random
variable V, bentuk fungsi pertama didefinisikan sebangai kontinu kanan distribusi fungsi
kualitatif dari V :

FV;n)=P(V <n) untuk e R .
Random return V, dikatakan stokastik dominance orde pertama terhadap random return
S, dinotasikan V =4S , jika

F(V;n)<F(S;n) untukr n € R .
Bentuk kedua fungsi F,, diberikan dari area di bawah distribusi fungsi F,

F,(Vim) =] F(Vi£)ds untuk neR.

dan defnisikan relasi yang lemah dari order kedua stokastik domonance(SSD). Random return
V stokastically dominates S ke second order, dinotasikan V =4S , jika

F,V;n)<F,(S;n) forneR.



Dalam paper optimasi portfolio ini, kita dapat memberikan relasi-relasi stokastik dominance
antara random return di (2.1) jika menghindari penempatan vetor keputusan , X, dalam
eksperesi indek, dapat ditulis sederhana

F(;x)=F () and F, ;%) = F," ().
Kita sebut bahwa portfolio x mendominasi portfolio y di bawah aturan FSD, jika
F(R(X);n7) < F(R(Y);n7) untuk semua 7 € R ,

Dimana sedikitnya satu strick inequality holds. Sama halnya bahwa X mendominasi y di
bawah aturan SSD (R(X)>sn R(Y)), jika

F,(R(x);n) < F,(R(y);n) forall n e R,

dengan minimal satu inequality strict. Untuk individual return Rj memiliki batas nilai

ekspektasi dan fungsinya F,(R(X);-7) dapat didefinisi dengan baik.
Relasi stokastik dominance sangat penting untuk teori keputusan. Telah diketahui bahwa
R(X)=rspR(Y) jika dan hanya jika

E[u(R(X)] = E[u(R(y))] 2.4

Untuk berbagai fungsi tidak turun u(.) yang mana nilai ekspektasinya adalah terbatas.
Selanjutnya, R(X)>=spR(Y) jika dan hanya jika (2.4) tidak turun dan koncave, yang mana

nilai ekspektasi terbatas dapat dilihat pada [3,4,6]).
Portfolio x disebut SSD-effisient (atau FSD-effesient) dalam sebuah himpunan portfolio X

jika tidak terdapat y € X seperti (R(Y) >¢p R(X)) (or (R(Y) > o R(X))).
Kita akan memfokuskan perhatian pada relasi SSD, karena konsistensinya dengan tampilan
preferensi resiko yang berlawanan resiko: jika (R(Y) >¢p R(X)), maka portfolio x lebih

disukai dari y dengan semua resiko averse decision makers.

Definition 2.1 [1] Model mean-risk (x, p) adalah konsisten terhadap SSD dengan koefisien
a > 0 jika relasi berikut dipenuhi
R(X)=spR(Y) = u(X)—Ap(X) = u(y)—Ap(y) untuksemua 0< A<«

Perhatikan model optimasi berikut [3]:

(2.9) max f (X)
(2.10) Subject to R(X)>=(,)Y ,
@2.11) X e X

Dimana f : X — R adalah fungsi kontinu konkav dan dituliskan,
f(x) =E[R(X)]

dan ini akan tetap memiliki solusi nontrivial, dengan melihat sifat dominance constraint.

Proposisi 2.1 [3] Asumsikan bahwa Y suatu distribusi diskrit dengan realisasi y;, 1 =1,m.
Maka relasi (2.10) egivalen dengan



(2.12) E[(y -R(X)). 1< E[(y-Y),].Vi

Asumsikan bahwa return memiliki joint distribusi distkrit dengan relasi r,, t=1,..., T,

j5

j =1,n, probabilitas p,,t=1,2,..., T. Formulasi relasi stokastik dominance (2.10) dan

(2.12) _ __ bahkan lebih. Memperkenalkan variabel sit menampilkan shortfall of R(X) below
yiinrealizationt,i=1,... ,mandt=1,..., T, kita dapatkan hasil sebagai berikut.

Proposition 2.2 [3] Assume that Rj, j=1..,n, and Y have discrete distributions. Then
problem (2.9)—(2.11) is equivalent to the problem

(2.13) max f (X)
n
(2.14) Subjectto D FX; =Sy <=y, i=L.,m, t=1..T,
j=1
T -
(2.15) > s <F(Yiy), i=1..,m,
t=1
(2.16) S, 20i=1...m, t=1..T
n
(2.17) D ox; <1
j=1
n
(2.18) -y %<1
j=1
(2.19) X; 20 ,j=1,...n
dan hal ini ekivalen terhadap masalah :
n
(2.20) max (X )=max ) ¢; X,
j=1
n+mT
(2.21) Subjectto » a;X; <b, i=L..mT +2+m,
j=1
(2.22) X;20 , j=L.,n+mT
dimana

—r L j=L..ni=i=KmtL. (K+Dm K=0,...(T-1)

U]

g, =1 -1 ,i=KmtL..(K+DmK=0,..(T-)andj=n+1,..n+TG{-1)+1

0 ,Jlainnya
1 ,j=L.,ni=mT+1
i {O ,lainnya
. ={—1 ,j=1..,ni=mT +2
“ 10 ,lainnya
Pinrky -J=N+T(K=D+L..p+TKandK=1,..mi=mT+3,.. mT+m+2
% :{O ,lainnya



Selanjutnya akan dikembangkan hasil ini dari Darinka dan Andrzej [3] ke teori keputusan
fuzzy.

3. Portfolio problems with fuzzy technological coefficients

Pada bagian ini akan presentasikan portofolio seleksi dengan menggunakan pendekatan teori
keputusan fuzzy theory.
Ambil masalah pemograman linier (2.20)-(2.22) dengan koefisien teknologi fuzzy [13].

(3.1) maxgo(X)=maxZCij
j=1
n+mT
(3.2) st Y @ X, <b,i=L.,mT+2+m,
j=1
(3.3) X;20, j=1..,n+mT

Assumpsi 2.1. aij adalah fuzzy number dengan fungsi linear membership function :
(1) 1. Untuk i=Km+1,...,(K+1)m, K=0,...,(T-1) dan j=1,...,n

1 if t<-r,
Moy ) =11y +dy —0)/dy i —ry <t<-r+dy,
0 if t>-r, +d;
2. Untuk i=Km+1,...,(K+1)m, K=0,...,(T-1) dan j=n+T(i-Km-1)+K+1
1 if t<-1
,Uai,.(t)= (-1+d; -t)/d; if -1<t<-1+dy,
0 if t>-1+d;
(i) Untuk i=mT+3, ..., mT+2+m; K=1,...m dan j=n+T(K-1)+1,...,n+TK
1 if t< P
H, (t)= (pj—n—T(K—l) + dij _t)/dij if P <t< P dija
0 it t>p o+dy

Dimana t € R dan dij > 0 untuk semua i=1,...,mT+m+2, K=0,...,(T-1) dan j = 1,...,n+mT.

Untuk kefuzzian pada masalah ini, pertama di bentuk fungsi objectif fuzzy. Hal ini dengan
menghitung batasa atas dan batas bawah dari nilai optimal petama. Batas-batas nilai optimal

Z, dan z, diperoleh dari penyelesaian masalah standar pemograman linier.

(3.4 Z, =max@(X)
n+mT

(3.5) sit Y a; X, <b, i=l,.. .mT+m+2
j=1

(3.6) X, 20, j=1..n+mT

dan

(3.7) Z, =max@(X)



n+mT

(3.8) sit Y & X;<b, i=l,.. mT+m+2
3.9 Xj >0,j=1,....n+mT
dimana

—L+d; , j=L.ni=i=Kmt+l.. (K+D)m K=0,...(T-1)
& =1 —1+d; ,i=Km+L...(K+Dm K=0,...T-Dandj=n+1..n+T({i-D)+1

d; ,lainnya
X {1+dij ,j=1..,ni=mT +1
! d; , lainnya
5 {—1+dij ,j=1.,ni=mT +1
Vold ,lainnya

A Pintiky) +dij ,J=n+T(K=D)+L..n+TK dan K=L,...mi=mT+3,..mT+m+2
8= .
! d; Jainnya
Fungsi onjektif diberikan antara Z; dan Z, juga koefisien teknologi antara @; dan
a; +d;. Berikan 7z, =min(z,2,) dan z, =max(z,,2,).
Maka z, dan Z, secara berturut- turut disebut batas bawah dan batas atas dari nilai
optimal.
Assumption 2.2. Linear crisp masalah (3.4)-(3.6) dan (3.7)-(3.9) menpunyai nilai optimal
terbatas. Dalam kasus ini himpunan fuzzy dari nilai optimal, G, dimana G adalah subset dari
R", ditentukan pada [ 11 ]

0 if chxj <z
(3.10) e (X)=4 (O ¢;X; -2, )/z, - if z, ZC X
j=1
1 if > ¢, X; 21,
j=1

Himpunan fuzzy pada kendala ke-i,C, , yang merupakan subset dari R™, didefinisikan:
(i) 1. For i=Km+1,...,(K+1)m dan K=0,...,(T-1)

0 Z
(311 pe (X)= (0 =D —6X)/ D di X, Z X, <h <Z( r; +d;)X
j=1 j=1

j=1
n

1 B> (1 +d

j=l

(i) 2. For i=Km+1,...,(K+1)m, dan K=0,...,(T-1)



n(i,K)

0 <= X,

j=n+l

n(i,K) n(lK) n(i,K)

(3.12) ue (X)=<0O+ D X, )/Zdux = DX <b < D (-1+d))X,
j=n+l J::a{K) Jj=n+l
1 B> Y (=1+d))X,

j=n+1

dimana n(i,K)=n+T(i-Km-1)+K+1

(i) Untuk i=mT+3, ..., mT+2+m dan K=1,...,m

nTK
0 B< Pk
=T (K
HTK HTK mTK HTK
(3.13) /Jci(x): (h z pj—n—T(K—l) )/ ij j Z pj—n—T(K—l)Xj Sb< ij—n—T(K—l)_'_dij)Xj
JEHT(KH) JEHT(KH) JEHT(KH) JEHT(KH)
nTK
1 ,h2 ij—n—T(K—l) +qj)xj
()

Dengan menggunakan definisi dari keputusan fuzzy dari Bellman and Zadeh [2],
didapatkan

Ho (X) = min(zg (X), min(e, (X)).
ie.
max(4p (X)) = maxmin(ug (X), min(xc, (X))

Konsekwensinya, masalah (3.1)-(3-3) menjadi bentuk optimisasi dibawah ini
(3.14) max A

(3.15) Lo (X)= A
(3.16) He, (X)Z A 1<i<mT +m+2
(.17 X;20,0<4<1, j=1..,mT.

Dengan menggunakan persamaan (3.10) dan (3.11)-(3.13), mendapatkan teorema
berikut:
Teorema 3.1 Masalah (3.1)-(3.3) direduksi menjadi salah satu dari crisp problem berikut ini:
(3.18) max A

(3.19) Mz,-2,)= D) ;X +2,<0
j=1
n+mT
(3.20) D 4,(HX;-b <0, i=1.,mT+m+2
j=1
(3.21) X;20, 0<A<I1, j=1..,mT.
dimana



= +Ady, j=L nKmiL (K+D)m K=0,...(T-1)
gD =1 —1+d; ,i=Kmtl.. (K+D)m K=0,..(T-1) dan j=n+1,..n+T({i-D)+1

Mij Jainnya
é__(g):{l’%du j=L.,ni=mT +1
" Ad; ,lainnya
A —1+2d; L j=1.,ni=mT+2
) z{ Ad; , lainnya
2 Pinry + A0 L J=n+T(K=D+L...n+TKi=mT+3,..mT+m+2
aij(ﬂ):{’wii ,lainnya

Perlu diperhatikan bahwa, kendala pada (3.18)-(3.21) memuat cross product dari AX ; adalah
tidak konveks.
4. Solution of defuzzificated problems

Pada seksi ini, akan dipresentasikan metode modifikasi subgradient [5] dan ini akan
digunakan untuk penyelesaian masalah defuzzifikasi (3.18)-(3.21). Sebagai catatan bahwa,
kendala pada (3.18)-(3.21) adalah secara umum non-konveks. Model ini diselesaikan dengan
metode himpunan decisive fuzzy, yang dipresentasikan oleh Sakawa dan Yana [15], atau
metode linierisasi oleh Kettani dan Oral [9].

4.1. Applikasi metode modifikasi subgradient untuk masalah pemrograman linier.

Penggunaan metode subgradien [5] pada masalah (3.18)-(3.21), pertama di bentuk
model kendala persamaan dengan slak variabel Yy, dan Y, . Maka dapat kita tuliskan:

4.1 max A

42)  9y(X,A4,¥) =4z, —2,) =D C; X, +2,+Y, =0
=

n+mT

43)  gi(X,Ay)= D4 (DX, -b+y, =0, i=1L..mT+m+2
=l
4.4 X;20,Yy,Y;20,0<A<1, j=L.mT, i=L...mT+m+2.

Untuk masalah ini definisikan himpunan S:

S ={(X, p,/1)|X =X X)) Y = (Y oees ¥ ) X 20,Y,,Y; 20,0< A <1}

Karena max A =-min(-4) dan g(X,A4,p)=(9,,--,9,,) augmented Lagrangian yang
bersesuaian dengan masalah (4.1)-(4.4) dapat ditulis dalam bentuk:

N —

mT+m+2 (mmT jz

2
n
L(x,u,c)=—A1+cC {E(zl—zz)—jglcjxj +22+y0} + > :Iéij(l)xj—bieri

i=1 j

n mT+m+2 n+mT b
~ 1y 1(21—22)—j§10jxj+22+y0 - igl ui( ,-Zzla“u)xi_ ‘+y‘}



Sebagai ilustrasi pada (4.1)-(4.4) dilakukan dengan cara:

Inisialisation Step. Pilih vector (ué,ull,.. u! c')dengan ¢' >0, ambil k=1, and go

O ¥mT +m+22

to main step.

Main Step.
Step 1 . Berikan (ug ,ulk T ¢c*) ; selesaikan submasalah dibawah ini:

O EmT+m+22

mT+m+2( n+mT
i=1

2 212
n
min—A+¢ {’1(21_22)_,2 chj+22+y0} + 2 > aij(/l)xj—bi+yi]
=1

]=1

n mT+2 n+mTA
Uy ,1(21_22)_JE c.X.+22+y0 - Z u; > aij(/l)x.—bieri .

L7 i j
(X,y,4)€S.
Berikan (X *,y", 1) suatu solusi. If g(X*,y*,4“), then stop; (u,uf,...,u%.,c*) adalah

penyelesaian masalah dual, (X ¥, 1) adalah penyelesaian masalah (3.18)-(3.21). Lainnya, go
to Step 2.

Step 2 . Berikan

n
k+1 k k
ut =ul —h [ﬁ,(z1 ~2,)= D .CX; +1, +yOJ
i=1

Ut =uk —hk[Zaﬁ(z)xj ~b + y‘J’ Km+1<i<(K+1)m dan 0<K<T-1

j=1
¢t =c +(h +£9Yg(x)|

dimana h* dan &* adalah scalar positif (stepsizes) dan h*>¢gk >0, ganti K dengan k + 1;
dan kembali ke Step 1.

4.2. The algorithm of the fuzzy decisive set method

Metode ini adalah didasari dari ide bahwa, untuk nilai tetap A ; masalah (3.18)-(3.21)
adalah masalah pemograman linier [5]. 4* penyelesaian optimal dari masalah (3.18)-(3.21)
adalah eqivalen dengan menentukan nilai maksimum A (himpunan feasible tidak kosong).

Algoritma pada metode ini untuk masalah (3.18)-(3.21) adalah sebagai berikut:

Algorithm
Step 1. Berikan A = 1 dan lakukan pengujian himpunan feasibel yang memenuhi kendala
pada problem (3.18)-(3.21). Jika himpunan feasible ada, berikan A = 1: Lainnya, berikan

himpunan A" =0 dan A% =1 dan lanjutkan pada step berukut.
Step 2. Untuk nilai dari A=(A"+A%)/2; perbaiki nilai dari A" dan AR dengan
menggunakan metode bisection dibawabh ini:

10



At =
AR =

A jika himpunan feasible tidak kosong untuk A
A jika himpunan feasible adalah kosong untuk A .

Konsekwensi, untuk setiap A, baik dengan adanya himpunan feasibel dari (3.18)-

(3.21) atau tidak menggunakan fase satu dari metode simpleks dan menggambarkan nilai

maksimum A’ yang memenuhi kendala pada (3.18)-(3.21).
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